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PREFACE 

Je suis heureux de remercier ici M. Emile Borel de l'honneur 
qu'il m'a fait en accueillant cet Ouvrage dans sa Collection si 
appreciee. 

Pour la redaction finale de ce livre, j'ai eu l'heureuse fortune 
d'avoir la collaboration de M. Jean Favard, Maitre de Confe­
rences a l'Universite de Grenoble. Je remercie vivemen't 
M. Favard de la peine qu'il a prise, de l'intereL et de tous les 
soins qll'il a portes a ce livre. 

C'est aussi un grand plaisir pour moi que de voir mon livre 
publie par les soiris de la maison Gauthier-Villars qui a resolu 
depuis longtemps Ie probleme de la presentation optima des 
Mathematiques. 

Le livre se termine par une courte bibliographie qui ne pre­
tend pas eLre complete, mais qui renferme, je l'espere, les 
Ouvrages les plus importants sur Ie slljet. Dans Ie texte, un 
nombre entre crochets apres Ie nom d'un auteur indique Ie 
numero d'un Memoire dans Ja bibliographie. 

Copenhague , le 12 octobre 192~ . 

T. BONNESEN. 
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LES 

PROBLEMES DES ISOPERIMETRES 
ET 

DES ISEPIPHANES 

INTHODUCTION. 

Dans ce Livre nous traitcrons l'ancien probleme des isoperimetres : 
trouvel' parmi toutes les figures planes a perimetre donne celle qui 
a la plus gTande aire et Ie probleme analogue dans l'espace : deter­
miner parmi les corps isepiphaniclues (les corps a supedicie donnee), 
celui qui a Ie plu s grand volume. 11 est bie n connu que ce sont res­
pecLivement Ie cercle et la sphere qui fourni ssen t les solutions de ces 
problemes. Et ces proprietes du cercIe et de la sphere sont tellement 
intuitives que} pour l'homme de bon sens, il parait superflu d'en donner 
des demonstrations . Pour les geom eLres au contraire la demonstration 
exacte des theoremcs en questi on a presente des difficnltes assez 
grandes. 

fiappelons pour commencer les belles recherches de Jacob Steiner: 
ce sont des constructions elementaires qui permettent de construire, 
.a partir d'une figure non circulaire, soit une figul'e du meme ped­
metre mais d'aire plus gTand e, soit une figure de m~me aire mais 
de perimetre plus petit, landis que et 1'aire et Ie perimetre du corcle 
restont inalteres par cos constructions. Steiner en conclut que Ie 
lheoreme pour Ie cercIe est demontre. 

Mais on voit de suite combien Ie raisonnement de Steiner est 
depourvu de rigueur. Soient en effct LIe peri metre et S l'aire de la 
figure, Ie theoreme en question peut etre exprime par l'inegalite 
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2 INTRODUCTION. 

ou Ie signe d'egalite n'est valable que pour Ie cercle. Cette inegalite 
sera appelee l'inegalite isoperimetrique classique et Ia quantite 
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sera appelee Ie deficit isoperimetrique de la figure. Pour Ie cercle Ie 
deficit est egal a zero et il faut demontrer qut' pour toute autre figure 
Ie deficit est positif. Or, les methodes de S teiner permettent de cons­
truire une figure dont Ie deficit est plu s petit que celui de la figure de 
depart. Mais on ne peut pas en conclure que Ie deficit a ete positif, 
ou bien on peut dire que Steiner a tacitem en t suppose que parmi 
l'ensemble des figures isoperimetriques, il en existe une qui a I'aire 
maxima, ce qui n'est p ... s necessaire. Dans Ies recherches classiques 
du calcul des variations on trouve la meme faute, et W eierJtrass a 
comble cette lacune en donnant Ie premier des conditions suffisantes. 
> Pour bien illustrer Ie defaut du raisonnement de Steiner, M. Perron 
a donne un exemple tres frappant en disant q ue de la meme maniere 
on pourrait demontrer que, parmi les nombres entiers, I est Ie plus 
grand . En eifet on pent indiquer Hne methode qui permet d'obtenir, 
a partir de tout nombre entier autre que I, un nombre plus grand: il 
suffit on eifet d'une elevation au carre. 

Pour surmonter ces difficultes on s'est servi de methodes diverses. 
Pour Ie probleme isoperimetrique general du calcul des variations, 
We-ierstrass a, comme l'on sait, indique une construction qui, dans 
certains c~s,conduit a des conditions suffisante~ . Et c'est precisement 
par cette construction que H. A. Schwarz a, dans un Memoire 
celebre, donne une solution exacto des problemes des isoperimetres 
et des isepiphanes au moins pour une classe de corps asscz etendue. 
Seulement sa demonstration n'est pas tres intuitive. 

De nos jours on fait souvont usage dans Ie caleul des variations de 
la methode dite directe : eIle consiste a con5truire une serie de courbes . 
ou de surfaces extremante, en demontrant que cette serie de courbes 
ou de surfaces tend vel'S une courbe ou une surface limite qu i fournit 
par consequent la solution du probleme. C'est par cette methode que 
M. Study et M. Caratheodory ont traite Ie probleme des isoperi­
metros. Partant d'une des methodes de Steiner, M. Study construit 
a partir d'une figure convexe donnee une serie infinie de figures de 
meme perimetre et d' Ilires croissantes, figures qui ont des axes de 
symetrie en nombre croissant a l'infini, et il prouve que celte serie I 
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INTRODUCTION. 3 

de figures tend vers un cercle. C'est dire que Ie deficit decroit 
vers zero. Le deficit de la figure donriee est par consequent positif. 
(Les demonetrations de M. Study et de ·M. Caratheodory sont repro­
duites dans Ie volume III des Qllestioni de M. F. Enriques; dans Ie 
Chapitre en question par M. O. Chisini, on trouvera des renseigne­
ments sur l'histoire du prohleme.) 

Dans son Livre [(reis und Kugel, M. W. Blaschke a donne pour 
Ie meme but nn principe de convergence plus general; il a demontre 
Ie theoreme suivant: « Dans un ensemble infini de corps convexes 
egalement bornes, il existe toujours uno suite de corps qui tend vel'S 
un corps convexo. » Et, a l'aide de ce theorE!me, il a pu obtenir une 
demonstration de Ia propriete isepiphanique de Ia sphere relatiyerrient 
aux corps convexes. 

A l'aide des series trig·onometriques Hurwitz a donne une demons­
tration analytique de l'inegalite isoperimet~ique. La demonstration 
repose sur Ie theoreme de Parseval, demontre par Hurwitz dans Ie 
memo Memoire. 

Si ingenieuses que soient ces recherches, plus ou moins simples 
d'ailleurs, elles ne sont pas elementaires car elIes reposent sur des 
methodes de convergence. Pour Ie theoreme relatif au cercle, il 
n'existe, autant queje sache, qu'une seule demonstration elementaire, 
celIe de IV!. Henri Lebesgue qui date de 1914 et qui sera reproduite 
plus lard. Cependant cette demonstration m'etait inconnue it l'epoque 
au j'ai commence mes propres recherches gui avaient pour but de 
donner des demonstrations completement elementaires. 

Vu les difficultes que presente la demonstration de l'inegalite iso­
perimetrique classique, il est curieux que par des constructions ele­
mentaires on puisse parvenir 0. une eg·alite meilIeure. Soit F une figure 
plane convexe - on sait que pour Ie probleme des isoperimtHres on 
peut se bomer it ces figures - et soient R Ie rayon du cercle cir­
conscrit, c'est-a.-dire Ie plus petit cercle qui contient la figure, et rle 
rayon du cerde inscrit, c'est-a.-dire Ie plus g-rand cercle contenu 
dans la figure. Ceci pose on trouve l'inegalite 

qui montre que Ie deficit de Fest positif sauf dans Ie cas ou R = ", 
cas ou F est un cerc1e. 
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Maintenant se pose naturellement la question suivante. Quelles­
sonr les circonstances clui ont permis de parvenir a l'inegalite ame­
lioree? Est-ce; que pour Ie probleme isoperimetrique general dll 
calcul: des variations, on peut espereJ" trouver des inegaliles ana­
logues? A celle question j'ai donne une rcp0nSe dans un Memoire 
paru aux Acta mathematica. Mais, puisque dans le calcul des varia­
tions les circonslances sont toujouJ"s assez compliquees, il peut ctre 
commode de considerer pour commence r Ie probleme des extrema de 
deux fonctions de deux variables, ce qui sera fai t au Chapitre I de ce 
Livre. 

Soienl les fonctions lex , y) et K(,T, y) dcfinics dans un domaine 
f(:! rme du plan des (x, y). Le prohleme des extrema lies consiste a 
lrouver Ie minimum de I( x , y.) pour une valeur donnee de K(x, y) . 
On est amene a~chercher une function <}l (K ) teUe que l'inegalite 

lex, y )- <l.)[ K(x, y ) ] ;;o 

soit val able dans Ie domaine donne. Dans certaines circonstances­
liees a la solution du problemc libre associe au probleme lie, savoir 
de minimer la fOlIction I (x, y ) + I.K (x, y), on peut merne arriver a 
une egalite ameliol'ee, dans laquelle Ie second Inembre zero est rel11-
place par une quantite positive en generaL 

Pour lex, y)=f(x) + f(y), K(x, j'") = x + y, avec f"(x)~ (y 
I'ineg'alite extremale prend la forme 

f (x) ~.f(y) ;; f( x ~ y ). 

C'est cette inegalite extremale que prend J. L.W. V. Jensen pour 
definition des fonctions convexes. Dans Ie Chapitre II, partant aussi 
d 'une condition plus generale, nous donnel'Olls quelques lheoremes­
sur ces fonctions. 

Les fonctions convexe; sonl necessaires pour l'etude des fig'ures­
cunvexes, d'apres Minkowski, etude qui sera exposee au Cha­
pitre III, dans lequel seront introduites de plus quelques notions· 
necessaires aux recherches suivantes. 

Le Chapitre IV traite Ie probleme des isoperimtHres dans Ie plan 
et sur la sphere. Et si l'on veut se borner a la conception intuitive 
des figures convexes, on peut etudier ccs Chapitres sans connaitte 
les Chapitres I-TIT. 

~- ./ 



INTRODUCTION. 

Le probleme des isoperimetres a ete aborde par M. Hermann 
Brunn SOliS un autre point de vue. Dans sa These on trouve la propo­
sition suivante : « Soit 1111 'corps COllvexe coupe par des plans paral­
leles. L'airc de la section a un maximum qui est atteint ou bien par 
une section seule, ou bien par une serie de sections qui forment un 
cylindre. » Et il a aussi indique la validite du theoreme analogue 
pour les corps a. n dimensions. Soient mainlenant F I et Fa deux figures 
convexes situees dans deux plans paralleles et considerons enl'enve­
loppant, c' est-a.-dire Ie plus petit corps convexe q lIi contient F 1 

et F 2 . L'aire d'unc section parallele flUX plans de Fi et Fa peut ttre 
exprimee par les aires So et S2 de-F i et F 2 respectivement, et une 
quantile nouvelle S, qui est appelee parMinkowskil'ail'e mixte de F1 
et Fa. Le theoreme de M. Brunn peut alors etre exprime par l'ine­
galite de Minkowski S7 2; So S 2, et si F, est lin cerde, cette inegalite 
devient preciscment l'inegalite isoperimell'ique. Cette theorie de 
Brllnn-Minkowski sera exposee dans Ie Chapitre V d'une maniere 
nou velIe qui permet d' ameliol~er I'ineg·alite. 

Suivant Ie point de vue de lVi. Brunn, Minkowski a faitla recherche 
d'lll1e serie linea ire et de corps convexes deftnie par deux corps 
con vexes donnes C f et C" et il a tl'ouve plusieurs inegalites tres 
remarquables entre les volu mes Vo et V 3 de C I ct Ca et « les 
volumes mixtes » V , ct V ~ dc CGS corps. Une de ces inegalites 
pennet de l'esoudre Ie probleme des isepiphanes reialivement aux 
corps convcxes. Dans k Chapitre VI on tl'ouvera, paul' Ie cas de 
deux polyedres C f ct C 2 , line explication g-eomelriquc des volumes 
mixtes et des demonstrations des inegalites de Minkowski sous la 
form e amelioree. Les ineg-alites ont ete I'objet d'une recherche pro­
fonde par M. Hilbert. 

Ajoutons encore que la demonstration rigoureuse du theoreme cite 
dc M. Brunn pour les corps a. n dimensions, a ete donnee par Min­
kowski ' dans sa Geometrie del' Zahlen dans Ia derniere feuille qui 
n 'a puru qu 'apl'cs la mort premutpree dl! grand geometre. 

Dans Ie Chapitre VlI nous traiterons dn probleme general des ise­
piphanes. Apl'cS les tentatives de Steiner Ie theorcme en question a 
He demonlre par H . A. Schwarz. A partir d'un corps donne il cons­
truit un corps de revolution de meme volume et d'uue surface plus 
petite . Et relativell1ent aux corps de revolution il lui est possible de 
faire usag-e de la construction de vVeierstrass pour Ie prohlell1e iso-
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perimetrique. La demonstration de Schwarz est valable relativement 
a tous les corps dont les surfaces sont composees de parties qui ont 
en tout point un plan tangent. 

En 19 13M. Leonida Tonelli a etendu la recherche aux surfaces-les 
plus generales par la methode directe, en adoptant comme definition de 
la surface celle de Lebesgue. La demonstration de M. Tonelli est essen­
tiellement geometrique. Partant pour commencer d'un poly.edre P, il 
obtient par la construction de Schwarz un corps de revolution, dont 
la surface est effectivement plus petite que celle de P. Ce corps de 
revolution est alors arrondi par rapport a un axe de r evolution B, 
coupant a angle d,'oit l'axe A du premier co r ps. de r evolution. Puis Ie 
second corps de revolution est al'l'ondi par rapport a A, Ie troisieme 
par rapport a B, et ainsi de suite. 1\1. Tonelli mon tre que la surface 
du Corps est effectivement diminuee par chacune de ces construc­
tions, et que la se rie des corps tend vel'S la sphere ayant lll~m e volume 
que Ie polyedre de depart. Le theoreme est ainsi demontre pour un 
polyedre, et M. Tonelli !!tend enfin la demonstration a une surface 
tout a fait arbitraire, ce qui exige des consid erations assez com­
pliquees. 

Une troisieme demonstration a ete donnee en '9'7 par Wilhelm 
Gross qui considcre des ensembles fermes arbitraires . II fait usage de 
la symetrisalion de Steiner et de l'arrondissement de Schwarz et par 
ces constructions il obtient aussi une serie infinie d 'ensembles, dont 
la convergence est demontree par un artific e assez ingenieux. Pour Ie 
cas des corps convexes la methode est exposee d'une maniere tres 
nette par M. W . Blaschke dans son Livre Vorlesungen libel' Di./1e­
l'entialgeomet,.ie, I, p. 179. Pour I' ensemble general, la recherche 
est compliquee. Notons que la mesure de surface introduite pal' Gross 
n'est pas iden tique a celIe de Lebesgue. 

Dans sa These (Gottingen, 1903) , M. 1. O. Muller applique les 
methodes du Calcul des variations en representant la surfaee par des 
coordonnees ponctuelles polaires, et supposant que Ie rayon vecteur 
n'a qu'un point commun avec la surface. 

La demonstration que nous donnerons repose sur la construction 
de Schwartz et sur u;'e construction analogu e a celIe que nous avons 
appliquee pour Ie problcme des isoperimetres. On trouve pour les 
polyedres une inegalite isepiphanique amelioree qui peut etre 
etendue facilement a des ensembles assez generaux. 

, 
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Dans Ie Chapitre VnI nous reviendrons sur la question des inegalite~ 
isoperimetriques du Calcul des variations en general, nous iodique­
rollS des cas OU elles peuvent etre ameliorees et nous montrerons que 
les conditions trouvees sont satisfaites pour Ie probleme restreint des 
isoperimetres dans Ie plan. 


